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基于 Hebbian 规则的新型自适应广义主元分析算法 
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摘  要：为了从输入信号中自适应地对信号的广义主元进行估计，基于 Hebbian 线性神经元模型，提出了一种新

型广义主元分析算法。该算法通过当前时刻的采样值来估计信号的自相关矩阵，有效地降低了算法的计算复杂度。

利用 Lyapunov 稳定性定理进行平衡点分析表明：当且仅当神经元权向量收敛到信号的广义主元时，算法到达稳

定状态。仿真实验表明：相比一些同类型算法，所提算法具有较快的收敛速度。 
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Novel adaptive generalized principal component  
analysis algorithm based on Hebbian rule  
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Abstract: In order to adaptively estimate the generalized principal component from input signals, a novel generalized 
principal component analysis algorithm was proposed based on the Hebbian linear neuron model. Since the autocorrela-
tion matrices of the signals were estimated directly from the sampled data at the current time, the proposed algorithm had 
low computation complexity. Trough analyzing all of the equilibrium points by Lyapunov method, it is proven that if and 
only if the weight vector in the neuron had the same direction with the generalized principal component, the proposed al-
gorithm attains the convergence status. Simulation results shows that compared with some same type algorithms, the 
proposed algorithm has faster convergence speed.  
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1  引言 

广义主元是指 2 个信号的自相关矩阵构成矩阵

束的最大广义特征值所对应的广义特征向量，而

广义主元分析是指能够对广义主元进行估计的技

术[1]。广义主元分析已经应用在通信和信号处理的

很多领域，如盲分离[2]、波束形成器[3]、阵列天线[4]、

模式识别[5]、滤波器设计[6]等。针对矩阵束广义特

征值分解（GEVD, generalized eigenvector decom-
position），学者们提出了一些代数方法来计算信号

的广义主元，然而这些代数方法本质上属于批处理类

算法，不仅计算复杂度高，而且要求矩阵束是已知的。

而通信和信号处理的很多领域中，天线和传感器只能

接收当前时刻信号的采样值，自相关矩阵束是未知
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的，因此有必要发展自适应广义主元分析算法。 
利用神经网络对广义主元进行自适应估计是

常用的方法。Mathew 等[7]提出含有 Sigmoid 激励函

数的非线性反馈型神经网络结构，然而该神经元结

构过于复杂，需要选取很多参数，不利于实际应用。

Hebbian 在研究神经网络学习规律时指出：神经网

络权值的更新应该与输入和输出的相关性成正比，

进而提出了 Hebbian 规则[8]。Oja[9]首次将 Hebbian
规则引入自适应特征值分解算法领域。相比批处理

代数算法和反馈型神经网络算法，基于 Hebbian 规

则的算法具有以下 3 个方面的优势：1)只利用信号

当前值来估计广义主元，不需要计算自相关矩阵，

算法的实时性较好；2)适用于处理平稳信号和非平

稳信号，应用范围广泛；3)计算复杂度相对较低，

能够处理高维数据[10]。因此，基于 Hebbian 规则的

算法已经成为该领域的主流研究方向。 
在基于 Hebbian 规则的广义主元分析算法方

面，Chatterjee 等[11]构建了一个双层线性神经元，

并基于此提出了梯度性算法，然而该算法难以选择

合适的学习步长。为了避免矩阵的求逆计算，Liu
等[12]提出了 RNN（recurrent neural network）算法，

但该算法存在收敛速度慢的问题。为了提升算法的

收敛速度，Tanaka[13]将广义主元转化为特征值分解

问题，利用幂迭代法对广义特征向量进行在线估

计，然而该算法中存在较多的矩阵开方操作，由于

矩阵开方结果的不唯一性使算法的稳定性较差。

Nguyen 等[14]则通过对神经元权向量不断地归一化

来提升算法的稳定性，但是频繁的归一化操作又增

加了算法的计算复杂度。Li 等[15]将 Douglas 特征值

分解算法扩展到 GEVD 领域，提出了没有权向量模

值归一化操作的 GDM（generalized Douglas minor）
算法。目前，广义主元分析算法大多采用加权指数

遗忘窗法对自相关矩阵进行在线估计，但该方法往

往增加算法的计算复杂度，因此如何有效降低算法

的计算复杂度是一个值得研究的课题。 
基于 Hebbian 学习规则，Möller[16]提出了一

种稳定的特征值分解算法。本文通过对该算法进

行分析改进，提出了一种新型广义主元分析算法

（简称“本文算法”）。本文主要工作如下：1) 采用

瞬时近似法进行自相关矩阵估计，有效降低了算

法的计算复杂度；2) 通过 Lyapunov 稳定性理论

对本文算法的稳定性进行分析，证明了本文算法

的有效性。 

2  GEVD 基础理论 

假设存在 2 个 n 维信号向量序列 1{ ( ) }nk ×∈x R
和 1{ ( ) }nk ×∈y R ，其自相关矩阵分别为  =xR  

T( ) ( )E[ ]k kx x 和 T( ) E[ ]( ) k k=yR y y 。显然，自相关

矩阵 xR 和 yR 是 2 个正定的 Hermitian 矩阵。将 xR

和 yR 组合成矩阵束 ( , )y xR R ，则 GEVD 问题就是

计算 n 维非零向量 p和标量 λ，使式(1)成立。 
 λ=y xR p R p  (1) 

其中，p和λ分别表示矩阵束 ( , )y xR R 的广义特征向

量和广义特征值。显然对于任意非零常数 a ，ap也
是矩阵束 ( , )y xR R 的广义特征向量。为了方便后续

使用，这里将矩阵束 ( , )y xR R 中关于 xR 正交、且模

值为 1 的广义特征向量 vi 和对应的广义特征值组成

特征对 ( , )i iλ v ，其中 1,2, ,i n= 。进而根据 GEVD

的性质，有 

 
T

T

j i ij

i i i

δ

λ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

x

y

v R v

v R v
 (2) 

其中， , {1,2, , }i j n∈ " ， i jδ 为 Kronecker 函数。 

将矩阵束 ( , )y xR R 的所有广义特征值按照从大

到小的顺序进行排序，即 

 1 0λ λ λ >2≥ ≥ ≥  (3) 

所对应的广义特征向量也相应调整，则广义

特征值 1λ 对应的广义特征向量 1v 是信号的广义

主元。 

3  本文算法的提出 

为了自适应地估计信号的广义主元，本文考虑

式(4)所示的 Hebbian 线性神经元模型。 

 T( ) ( ) ( )g k k k= w h  (4) 

其中， 1( ) nk ×∈h R 表示神经元的输入， 1( ) nk ×∈w R 表

示神经元的权向量， ( )g k 表示神经元的输出。利用

Hebbian 神经元进行广义主元估计是为了构造合适

的权向量更新规则，使权向量在经历若干次迭代计

算后能够收敛到信号广义主元的方向。 
基于式(4)所示的神经元模型，通过对 Möller

算法[16]进行改进，本文提出了一种新型广义主元分

析算法，其数学模型如式(5)所示。 
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2
1 2 1( 1) ( ) [ ( ) ( ) ( )(2 ( ) 1) ( )]k k z k k z k z k kη+ = + − −w w y x

   (5) 
其中， T

1( ) ( ) ( )z k k k= y w 和 T
2 ( ) ( ) ( )z k k k= x w 分别

表示神经元的输出，η 表示算法的学习因子。通过分

析计算可得本文算法的计算复杂度为 4n，而文献[17]
为 10n2+6n，文献[18]为 15n2+8n，文献[15]为 9n2+4n。
显然，本文算法的计算复杂度最低。 

对式(5)等号两侧同时取数学期望可得 
T( 1) ( ) [ ( ) (2 ( ) ( ) 1) ( )]k k k k k kη+ = + − −y y xw w R w w R R w

  (6) 
对比式(5)和式(6)可得，本文算法（式(5)所示）

利用自相关矩阵的瞬时估计值来代替矩阵 xR 和

yR ，虽然该近似操作存在一定的误差，但是通过设

计合理的更新学习规则可以保证算法最终的收敛方

向[16]，通过该近似操作可以大幅提升算法的实时

性，有利于算法的实际应用。此外，通过对比本文

算法和现有算法[11-15]可以发现：本文算法与现有算

法都是基于 Hebbian 规则而提出的，且算法的模型

基础是相同的，主要区别在于现有算法采用指数

加权遗忘法来对自相关矩阵 xR 和 yR 进行在线估

计，而本文算法则采用信号当前采样值对自相关

矩阵进行瞬时估计。由于瞬时估计不需要矩阵相

乘操作，节省了很大的计算量，因此本文算法具

有较低的计算复杂度。 

4  稳定性分析 

本节将重点研究算法的稳定性，即分析本文算

法中权向量能否准确地收敛到信号广义主元的方

向。该分析过程将通过如下 2 个定理来完成。 
首先基于随机近似理论，本文算法（式(5)所示）

的确定性连续时间系统可以表示为 

 Td ( ) ( ) (2 1)
d

t f
t

= = − −y y x
w w w wRwR R w  (7) 

根据数学分析理论，式(7)只能在平衡点处取得

稳定状态，因此首先给出式(7)的所有平衡点。 
定理 1  对式(7)而言， 1 1 2 2{ , , , , }n nS a a a= v v v"0

表示所有平衡点构成的集合，其中，
1
2

i
i

i

a
λ
λ
+

= ± ，

1,2, ,i n= " 。 
证明   根据平衡点定义，在平衡点处有

( ) 0f =w ，即 
 λ=y xR w R w  (8) 

其中， 

 T2 1λ = −yw R w   (9) 

显然，式(8)是矩阵束 ( , )y xR R 的广义特征值分

解 方 程 ， 且 =w 0 是 式 (8) 的 解 。 此 外 ， 令

, ( 1,2, , )i i ia i n= =w v " ，并代入式(9)，有 

 T2( ) ( ) 1i i i i ia aλ = −yv R v   (10) 

求解式(10)可得
1
2

i
i

i

a
λ
λ
+

= ± 。根据 iw 是矩阵束

( , )y xR R 的广义特征向量可得， iw 也是式(8)的解。 

综上所述，本文算法的平衡点集为 1 1{ , ,S a= v0  

2 2 , , }n na av v" 。证毕。 

在得到算法的平衡点后，需要确定哪些平衡点

是稳定的，由此可以确定算法最终的收敛结果，相

关结论由定理 2 给出。 

定理 2  在平衡点集 S 中，当
1

1
1

η
λ+

≤ 时平衡

点 1 1a v 是渐进稳定的，而其他的平衡点都是不稳

定的。 
证明  定义向量函数 

 T( ) [ (2 1) ]g η= + − −y y xw w R w w R w R w   (11) 

则 ( )g w 的 Jacobian 矩阵为 

 T T( ) [ (2 1) 4 ]g η∂
= + − − −

∂ y y x x y
w I R w R w R R ww R
w

 

  (12) 

其中，I表示单位矩阵。 
根据定理 1 可得算法的平衡点集为 S。首先考

虑平衡点 =w 0的情况，即 

 0
( ) ( )g η∂

= + + =
∂ y x
w I R R J
w

  (13) 

假设 0J 的特征值为λ，则有 

 
0| | 0

| ( ) | 0

1( ) 0

λ
η λ

λη
η

− = ⇔

+ + − = ⇔

−
+ − =

y x

y x

J I
I R R I

R R I

  

(14)

 

式(14)表明矩阵 0J 和 ( )+y xR R 具有相同的特

征向量。令
1λρ

η
−

= 为矩阵 ( )+y xR R 的特征值，由

于 yR 和 xR 均是对称正定矩阵，因此矩阵 ( )+y xR R

也是对称正定矩阵，其特征值 0ρ > ，即 0J 的特征
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值 1 1nλ ρ= + > 。因此根据 Lyapunov 稳定性理论可

得，平衡点 0=w 是不稳定的。 
接下来，分析 = ,( 1,2, , }i i ia i n=w v " 的情况，此时有 

 
T

( ) [ (1 )

2(1 ) ]
i ia

i i i i

g η λ

λ
=

∂
= + + − + ⋅

∂

− + =

y x
w v

x x x

w I R R
w

R R v v R J
  

(15)

 

显然，平衡点 iw 的稳定性是由 iJ 的谱分析决定

的。定义矩阵 
T(1 ) 2(1 )i i i i i Rλ λ= + − + − +y x x x xM R R R R v v  (16) 

则 iJ 和 iM 具有相同的特征向量。 iM 分别左乘 TV

和右乘V ，有  
T (1+ ) (1+ )i i i i− λ − λ ′= = + 2M V MV Λ I I Λ  (17) 

其中， =diag{[0, ,1, 0]}′Λ " " 表示对角线上第 i 个元

素为 1、其他元素都为 0 的对角矩阵；V 表示矩阵

束 ( , )y xR R 所有广义特征向量构成的矩阵。矩阵 iM

的特征值为 

 
2 2 1
j i

j
i

j i

j

λ λ
β

λ

− ≠⎧⎪= ⎨
− − =⎪⎩

，

，
  (18) 

根据特征值分解理论可得， iM 和 iM 具有相同

的特征值，进而可得 iJ 的特征值为 

 
1 ( )

1 2 (1 )
j i

j
i

j i
a

j i

η λ λ

η λ

+ − ≠⎧⎪= ⎨
− + =⎪⎩

，

，
  (19) 

根据 Lyapunov 稳定性理论，系统渐进稳定的

充分条件是对于 iJ 的任意特征值α ，使 | | 1α < 成

立。为便于分析，分别讨论 1i ≠ 和 1i = 这 2 种情况。 
1) i 1≠ 的情况 
当 1j ≠ 时，有 

 

|1 ( ) |

1 ( ) 1

2( )

j i

j i

j i
i j

η λ λ

η λ λ

λ λ η
λ λ

+ − ⇔

− − ⇔

⎛ ⎞< ⎜ ⎟−⎝ ⎠
∩

≤1

≤ +1≤

≤

  

(20)

 

当 j i= 时，有 

 
|1 2 (1 ) |

1 1 2 (1 ) 1
1( 0)

1

i

i

i
i

η λ
η λ

λ η
λ

− + ⇔

− − + ⇔

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

∩

≤1

≤ ≤

≥ ≤

  

(21)

 

当 1i ≠ 时，始终存在 1 iλ λ> 使式(20)不成立，

因此平衡点 2 2 3 3, , , n na a av v v" 都是不稳定的。 

2) i=1 的情况 
当 1j i≠ = 时，有 

1 1
1

2|1 ( ) | ( )j j
j

η λ λ λ λ η
λ λ

⎛ ⎞+ − ⇔ < ⎜ ⎟−⎝ ⎠
∩≤1 ≤  (22) 

当 1j i= = 时，有 

1 1
1

1|1 2 (1 ) | ( 0)
1

η λ λ η
λ

⎛ ⎞− + ⇔ ⎜ ⎟+⎝ ⎠
∩≤1 ≥ ≤  (23) 

结合式(22)和式(23)，并利用
1 1

1 2
1 jλ λ λ

<
+ −

可

得：当学习因子满足
1

1
1

η
λ+

≤ 时，平衡点 1 1a v 是渐

进稳定的。证毕。 
定理 2 表明，本文算法只能在平衡点 1 1a v 处取

得稳定状态，因此经过若干次迭代运算后，算法的

收敛结果必定与矩阵束 ( , )y xR R 的最大广义特征值

对应的广义特征向量方向相一致，进而证明了本文

算法的稳定性。 

5  仿真和应用 

本节将通过 3 个实验来对本文算法的性能进行

验证。第一个实验是自相关矩阵束已知情况下，利

用本文算法对广义主元进行估计，并与一些现有算

法的估计结果进行对比；第二个实验针对自相关矩

阵束未知的情况，利用本文算法直接从输入信号中

对广义主元进行自适应估计；第三个实验是利用本

文算法解决波束形成问题。为了对估计结果进行定

量评价，本文采用算法在迭代过程中的方向余弦

（DC, direction cosine）作为定量评价指标，如式(24)
所示。 

 
T

1

1

| ( ) |DC( )
|| ( ) || || ||

kk
k

=
w v
w v

  (24) 

方向余弦描述的是权向量与广义主元 1v 的方

向相似度，如果方向余弦值等于 1，则表明权向量

已经于广义主元 1v 在方向上重合。 
5.1  自相关矩阵束已知情况下实验 

利用文献[19]中的方法随机生成式(25)和式(26)
所示的正定 Hermitian 矩阵。 
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0.734 3 0.104 3 0.247 7 0.070 3 0.028 4 0.1715
0.104 3 0.487 6 0.132 2 0.012 6 0.173 4 0.137 0
0.247 7 0.132 2 0.3581 0.119 7 0.066 2 0.114 5
0.070 3 0.012 6 0.119 7 0.7215 0.036 8 0.019 0
0.028 4 0.173 4 0.066 2 0.036 8 0.542 8 0.053 7

− − − −
− − − −
− − −

=
− −

− − − −

yR

0.1715 0.137 0 0.114 5 0.019 0 0.053 7 0.362 7

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

  (25) 

 

0.616 5 0.0981 0.142 8 0.078 8 0.1701 0.096 6
0.0981 0.554 3 0.175 2 0.028 5 0.025 4 0.025 5

0.142 8 0.175 2 0.7411 0.136 6 0.205 3 0.019 2
0.078 8 0.028 5 0.136 6 0.440 8 0.155 5 0.022 3
0.1701 0.025 4 0.205 3 0.155 5 0.696 6 0.174 0

0.096 6

− −
− − −

−
=

− −
− − −

xR

0.025 5 0.019 2 0.23 3 0.174 0 0.533 8

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

  (26) 

矩阵束 ( , )y xR R 的最大广义特征值 1 2.695 0λ = ，

其对应的广义特征向量为 
T

1 [ 0.9773 0.0413 0.9006 1.0100 0.9917 0.1085]= − − − −v  
  (27) 

分别采用本文算法（式(6)所示）、RNN 算法[12]

和 GDM 算法[15]来估计矩阵束 ( , )y xR R 的广义主元

1v 。迭代过程中初始化权向量是随机产生的。图 1

给出了 3 种算法的方向余弦曲线，图 2 给出了本文

算法在迭代过程中权向量元素的变化情况。 

 
图 1  矩阵束已知情况下 3 种算法的方向余弦曲线 

 
图 2  矩阵束已知情况下本文算法在迭代过程中权向量元素的变化情况 

从图 2 中可得本文算法的权向量收敛结果为 
T[ 0.8091 0.0342 0.7457 0.8362 0.8211 0.0898]= − − − −w

   (28) 

对比式 (27) 和式 (28) 可得， 1
1

1

1
2
λ
λ
+

= =w v  

10.828 0v ，与第 4 节中的分析结论相一致。从图 1

中可以看出，在大约 150 次迭代运算后，本文算法

的方向余弦就已经收敛到单位 1。结合图 2 可得，

权向量此时已经基本收敛到广义主元 1v 的方向。

图 1 中对比 3 种算法的迭代过程可以发现，本文算

法的收敛速度要优于 RNN 算法和 GDM 算法。 
5.2  自适应广义主元估计 

这里通过式(29)和式(30)来产生输入信号序列[20]。 

 1 1( ) 2sin(0.62π ) ( )y k k n kθ= + +   (29) 

2 3 2( ) 2 sin(0.46π ) 2 sin(0.74π ) ( )x k k k n kθ θ= + + + +
   (30) 

其中， 1( )n k 和 2 ( )n k 表示均值为 0、方差为 0.1 的加性

高斯白噪声， ( 1,2,3)i iθ = 表示初始相位且在[0,2π]上

服从均匀分布。从式(29)和式(30)中取连续 8 个相互重

叠的输出作为输入信号向量，即 ( ) [ ( ),k y k=y  
T( 1), , ( 7)]y k y k+ +" 和 ( ) [ ( ),k x k=x T( 1), , ( 7)]x k x k+ +" 。 

采用本文算法（式(5)所示）、RNN 算法和 GDM
算法对随机生成信号的广义主元进行自适应估计，算

法中初始化权向量是随机产生的。3 种算法的方向余

弦曲线如图 3 所示。从图 3 中可以看出，在信号自相

关矩阵未知的情况下，本文算法通过对自相关矩阵进

行瞬时估计，能快速地跟踪并保持在信号的广义主元

方向上，而且跟踪速度要优于其他算法。 
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图 3  自相关矩阵未知情况下 3 种算法的方向余弦曲线 

5.3  在波束形成中的应用 
波束形成，又称空域滤波，是现代通信领域

的重要内容。波束形成技术的基本思想是通过将

天线各阵元输出信号进行加权求和，从而将天线

阵列波束导向一个特定方向，使天线在期望波束

方向取得最大增益，且尽可能地压制其他干扰信

号和噪声。文献[21]指出：波束形成器的最优加

权向量是满足式(31)所示的最大信号噪声比准则

的解。 

 
H

opt Harg max= s

w
d

w R w
w

w R w
 (31) 

其中， TE{ ( ) ( )}k k=sR s s 和 TE{ ( ) ( )}k k=dR d d 分别

表示期望信号 ( )ks 和干扰信号 ( )kd 的自相关矩阵。

根据广义 Rayleigh 商的性质[22]，式(31)的最优解刚

好是矩阵束 ( , )s dR R 的广义主元。 

假设空间中一线性等距天线阵列，阵子数量

为 12，间距为半波长。期望信号的入射角为 0°，
其他 4 个干扰信号的入射角分别为−30°、−15°、
−10°、−20°。信号中噪声为加性高斯白噪声，信

噪比为 30 dB。采用本文算法对该波束形成器的

最优加权向量进行估计，算法初始化权向量仍是

随机产生的。 
采用本文算法和精准广义主元算法获得的波

束模式曲线如图 4 所示。从图 4 可以看出，主波

束在期望的方向上有较强的增益，而其他干扰信

号则受到了较大抑制。通过对比实验结果发现，

本文算法的估计结果与精准的波束模式曲线效果

相差不大，即本文算法能够较好地处理波束形成

问题。 

 
图 4  波束模式 

6  结束语 

广义主元分析是通信和信号处理领域内的重要

分析工具。本文针对如何从输入信号中自适应地对

广义主元进行估计这一问题，提出了一种新型广义

主元分析算法。该算法利用神经元权向量不断迭代

更新来实现广义主元估计，采用自相关矩阵瞬时估

计法有效地降低了算法的计算复杂度，基于

Lyapunov 稳定性理论完成了本文算法的平衡点分

析。最后通过仿真实验和实际应用实验对本文算法

的性能进行了验证，验证结果表明本文算法能够有

效地提取信号的广义主元，且速度要优于对比算法。 
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